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3. Zadaná mno¾ina je uzavøená koule, tedy zøejmì kompaktní. Kandidáti na ex-
trém v jejím vnitøku jsou stacionární body funkce f , èili právì ty body, kde
∇f = (2x, 0, 2z2) = (0, 0, 0), tedy v¹echny body na ose y le¾ící uvnitø koule, tj.
body tvaru [0, y, 0], y ∈ (−3, 3).
Na okraji mno¾iny M , tedy na sféøe dané vazbou x2 + y2 + z2 − 9 = 0 na-
jdeme kandidáty metodou Lagr. multiplikátorù. Zavedeme nejprve Lagrange-
ovu funkci

L(x, y, z, λ) = x2 +
2

3
z3 + λ(x2 + y2 + z2 − 9)

a polo¾íme v¹echny její parciální derivace rovné nule:

∂xL = 2x+ 2λx = 0 (1)

∂yL = 2λy = 0 (2)

∂zL = 2z2 + 2λz = 0 (3)

∂λL = x2 + y2 + z2 − 9 = 0 (4)

Výrazy v prvních tøech rovnicích lze rozlo¾it na souèiny, ka¾dá vede na dvì
mo¾nosti:

(1) ⇐⇒ 2x(λ+ 1) = 0 =⇒

{
x = 0

λ = −1

(2) ⇐⇒ 2λy = 0 =⇒

{
y = 0

λ = 0

(3) ⇐⇒ 2z(z + λ) = 0 =⇒

{
z = 0

λ = −z

Z nich poté plynou kombinace mo¾ností, které musíme v¹echny probrat. Kon-
krétnì:

(a) x = 0, y = 0, z = 0 je bod, který nele¾í na okraji M .

(b) x = 0, y = 0, λ = −z: dosadíme x = 0, y = 0 do vazby a dostáváme dva
kandidáty [0, 0, 3], [0, 0,−3].
(c) x = 0, λ = 0, z = 0: dosadíme x = 0, z = 0 do vazby a dostáváme dva
kandidáty [0, 3, 0], [0,−3, 0].
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(d) x = 0, λ = 0, λ = −z: vede na toté¾, co (c)

(e) λ = −1, y = 0, z = 0: dosadíme y = 0, z = 0 do vazby a dostáváme dva
kandidáty [3, 0, 0], [−3, 0, 0].
(f) λ = −1, y = 0, z = −λ: proto z = 1 a dosazením do vazby dostáváme dva
kandidáty [

√
8, 0, 1], [−

√
8, 0, 1]

Dal¹í mo¾nosti u¾ nepøipadají v úvahu (obsahují podmínky λ = −1 ∧ λ = 0).
Nakonec dosadíme v¹echny nalezené kandidáty do funkce f a dostáváme:

f(0, y, 0) = 0 pro y ∈ (−3, 3)
f(0, 3, 0) = f(0,−3, 0) = 0

f(0, 0, 3) = 18 MAX

f(0, 0,−3) = −18 MIN

f(3, 0, 0) = f(−3, 0, 0) = 9

f(
√
8, 0, 1) = f(−

√
8, 0, 1) = 8 + 2/3.
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4. (a) Na R2 \ {(0, 0)} je f podílem spojitých funkcí, pøièem¾ jmenovatel je
nenulový, a tedy je zde spojitá. Pomocí polárních souøadnic spoèítáme
pro 0 < r < 1

|f(r cosα, r sinα)− f(0, 0)| =
∣∣∣∣r5 cos5 α + r4 sin4 α

r2

∣∣∣∣ ≤ r2.

Proto¾e r2 → 0 pro r → 0+ platí lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0) a tedy f

je spojitá i v bodì (0, 0).

(b) Platí f(x, 0) = x3 a (x3)′ = 3x2, proto
∂f

∂x
(0, 0) = 3 · 02 = 0. Podobnì

f(0, y) = y2 a (y2)′ = 2y a
∂f

∂y
(0, 0) = 0.

(c) Pokud df(0, 0) existuje platí df(0, 0)(x, y) = 0, (x, y) ∈ R2, podle pøedcho-
zího kroku. Pro existenci df(0, 0) tedy potøebujeme ovìøit platnost limity

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− df(0, 0)√
x2 + y2

= 0.

Pro (x, y) 6= (0, 0) polo¾íme

g(x, y) =
f(x, y)− f(0, 0)− df(0, 0)√

x2 + y2
=

x5 + y4

(x2 + y2)
3
2

.

Potom opìt v polárních souøasnicích a pro 0 < r < 1

|g(r cosα, r sinα)− 0| =
∣∣∣∣r5 cos5 α + r4 sin4 α

r3

∣∣∣∣ ≤ r.

a proto¾e r → 0 pro r → 0+ platí, ¾e df(0, 0) existuje a je roven 0.
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